






































































グループの大きさ x は m 以上の自然数であり， 
x■■m■■1である。初期状態で m 以上の大きさを
もつグループが a 個存在し，大きさの合計を c と
する。初期にシステムの中にグループが存在しな
いことも含め，a ■0 とする。 
毎期 1 要素ずつシステムに参入する。そのさい，
既存のグループのどれかに所属するように参入す
る確率を 1   とする。したがって，既存のグル
ープではなく新たに構成されるグループに参入す
る確率は  になる。ただし，新たなグループは m
以上の要素がなければならないので，大きさが m
になるまでシステムには参入しないで待機してい
るものとする。m  1 の場合には，新たなグルー
プとして，すぐにシステムに参入する。システム
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2  参入下限値を単位としたベキ乗則生成モデル 






















グループが大きさ xをとる確率を Pi(x, t)であら
わす。t 時点におけるグループの大きさは m から






















化をみよう。( t  1)時点から t 時点にかけて大き
さ x がとる確率の変化は， 
x  m の場合，仮定 1 から 
)1,(),(  txPtxP ii  
)1,1()1({)1(  txPxtK i  
)}1,(  txxPi  (1) 
である。ただし，K( t  1)は時間に依存する比例
定数とする。 
x m の場合 
)1,(),(  tmPtmP ii  
)1,()1()(  tmmPtKt ii  (2) 








t 時点において大きさ x を固定し，全グループ
の確率合計を求めると，t 時点における大きさ x




ループ数は t  a になる。したがって，グループ
数は a■g(t)■ta の範囲にある。ただし，a  0
の場合には 1 ■g(t)■t の範囲とする。この小さな
差はモデルの本質ではないので，ここでは
a 10g(t)■t  a としよう。それゆえ，t 時点に
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(1)式を i で合計しよう。( t  1)時点において t
時点のものは実現していない。したがって，その










































i txPxtK  
)}1,(  txxPi  
 
よって 
)1,(),(  txftxf  
)1,1()1{()1(  txfxtK  
)}1,(  txxf  (4) 
同様に(2)式についても 


























要素数が 0 個， 1 個，･･･，(m 1)個の m 通り
の場合がある。 
要素が新たなグループに所属する事象は毎期ラ



















比例定数 K( t 1)を求めよう。( t 1)時点にお






グループの大きさは m から( t 1 c)までの可
能性がある。該当する大きさがない場合には，そ
の確率を 0 とする。 














































4  参入下限値を単位としたベキ乗則生成モデル 
個のグループ数と，要素数 t に比例する部分から
なると仮定する。比例定数を k とすると 
)10(,)(  katktg  (10) 
と表される。 




















atwtktg  )}({)(  











さ x の確率 P(x)を求めよう。w(t)は 0 から
(m 1)までたえず変化するので P(x)の値も揺ら
ぐことになる。とくに m の値が大きい場合には，

































)1( ・  
)1,1()1({  txPx・  



















































もし a  c  0 ならば，この値は 1 である。ま
た，グループ数が要素数に比例するという仮定に




























)}()1()1({)1( xxPxPx    (14) 
となる。したがって 
)(})1(1{ xPx  
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  (21) 




ここまでは xのとりうる単位を 1 としてきたが，
参入下限値 m が 1 に比べてかなり大きいときに
はm を単位にした方が現実的である。 
m を単位にした確率変数を Y とし 
m
x







であり，定義域は y 1, 1 h, 1 2h,･･･である。 













  (22) 
となる。 
これは「一般化ユール分布」と呼ばれるもので
ある。m が大きくなるほど h は 0 に漸近する。し
たがってパレート分布 
)1(,)( 1   yyyf   (23) 
に近似する(注 1 )。 
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議論では，f (x, t )は t 時点における実現値を意味
している。また，f (x , t 1)は t時点からみた t  1
時点での度数の予測値であり，期待値でそれを表














































































































(b) Kullmann & Kertész 論文 
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ただし，その先の展開が本稿とは異なり，度数
f (x,t)を求めず，確率 P(x,t)を直接求めている。




























  (26) 
である。 
(25)式と(26)式の相違は，各グループを表す i




のように t で割ると，確率 P(x, t)は小さめに計算
されてしまう。この点が問題である。 














f (x, t)を g( t)で割るのではなく，t で割ることに
なる。ただし，各項に f (x, t)あるいは f (x, t 1)
があるので，結果は(12)式と同じものが得られる。
すなわち 
)1,()1(),(  txPttxtP  
)1,1()1({)1(  txPx  
})1,(  txxP  (28) 
である。 
問題は(13)式に相当する式である。m 1 の場
合，(6)式の右辺第 1 項は  である。そこに注意
して，(13)式に相当する式を書いてみると 
)1,1()1(),1(  tPttPt  













































































本稿では大きな m の値を想定しているので， 
0
1
 mh の場合，(22)式が(23)式に漸近する。 
したがって y  1 のすべての範囲にわたってベキ
乗則が成立する。 
【4】ランダム・モデル 












(1)式に対応する x m の場合は 
)1,(),(  txPtxP ii  
)1,1({)1(  txPrtK i  
)}1,(  txPi  (30) 
(2)式に対応する x m の場合は 
)1,(),(  tmPtmP ii  
)1,()1()(  tmrPtKt ii  (31) 
である。仮定 1 R から，r はグループの大きさに
関わらず一定の値とする。 
期待度数を表す(4)式に対応する式は 
)1,(),(  txftxf  
)1,1({)1(  txfrtK  
})1,(  txf  (32) 
(6)式に対応するのは 


























































































































































































































































































mxqpxP )(  (42) 













qpyP )(  (43) 
と書ける。x m, m  1, m  2,･･･の値をとる

























































































































)( ・  (46) 
【5】混合モデル 













)1,(),(  txPtxP ii  
)1,1()1({)1(  txPxtK i  
)1,1()1,(  txPstxPx ii  
)}1,(  txPs i  (47) 
 
x m の場合，(2)式に対応するのは 
)1,(),(  tmPtmP ii  
)1,({)1()(  tmPmtKt ii  
})1,(  tmPs i  (48) 




10  参入下限値を単位としたベキ乗則生成モデル 
)1,(),(  txftxf  
)1,1()1({)1(  txfsxtK  
})1,()(  txfsx  (49) 
 
(6)式に対応するのは 






















































































)1,1()1([  txPsx・  











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































,   
とおく。x m, m  1, m  2,･･･であるから






















  (61) 
と変形される。 







































































































































































































































h → 0，s →∞で l  hs が一定の値に収束する
ならば，Y の分布は 
,)()1()()( )1(    ll lyllyf  
 )1( y   (62) 
となる。 
l → 0 ならば 
)1(,)( )1(   yyyf   
である。Y の分布はパレート分布になり，(23)式
に一致する。 
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yee    
)1(,)1(   ye y  
である。Y の分布は指数分布になり，(44)式と一
致する。ただし，(44)式は y  0 の範囲で表現さ
れていることに注意する必要がある。 
 
(62)式において   1 として，l → 0 (パレ
















(63)式において    1で， l → 0  パレート分布 
 l →∞  指数分布 
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